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Доказывается существование решения включения 0 ∈ A(x)+NQ(x), в кото-
ромA – многозначный псевдомонотонный оператор из рефлексивного простран-
ства V в сопряжённое к нему V ∗, NQ – нормальный конус к слабо компактному
и, вообще говоря, невыпуклому множеству Q ⊂ V , имеющему ненулевую эй-
лерову характеристику χ(Q).
Введение. В работе изучается операторное включение
0 ∈ A (x) +NQ(x). (1)
Устанавливается разрешимость включения (1) в случае, когда A – псевдомонотон-
ный оператор из рефлексивного пространства V в сопряжённое к нему V ∗, NQ –
нормальный конус к ограниченному замкнутому множеству Q ⊂ V , имеющему
ненулевую эйлерову характеристику χ(Q). В большинстве исследований, посвящён-
ных включению (1), Q является выпуклым множеством. Отказ от этого неестествен-
ного для приложений к аналитической статике и экстремальным задачам условия
представляется наиболее существенным в настоящей статье.
В первом её пункте приводятся определения многозначных отображений (м-
отображений) монотонного типа. Второй пункт содержит основной результат –
теорему 1 о разрешимости соответствующего включению (1) вариационного нера-
венства. Эта теорема приводит к новым утверждениям даже для однозначных опера-
торов, действующих в конечномерных пространствах. Пример такого рода, относя-
щийся к аналитической статике, обсуждается в заключительном третьем пункте.
Там же приводятся некоторые дополнения к теореме 1.
Введём обозначения: cl(M), int(M), ∂M – замыкание (внутренность, граница)
подмножества M метрического пространства (R, ρ), dR(x,M) = inf{ρ(x, y), y ∈M}
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– расстояние в метрике ρ от элемента x до множества M; метрика ρ в банахо-
вом пространстве X c нормой ‖v‖ вводится равенством ρ(x, y) = ‖x − y‖;X∗ –
сопряженное к X пространство; 〈x, x∗〉 – значение функционала x∗ ∈ X∗ на эле-
менте x ∈ X; s(x∗, D) = sup{〈x, x∗〉 , x ∈ D} – опорная функция множества D ⊂ X;
Cv(X) – совокупность непустых выпуклых замкнутых подмножеств пространства
X; BX = {v ∈ X, ‖v‖ ≤ 1} – единичный шар пространства X. Все банаховы про-
странства рассматриваются над полем R действительных чисел.
Через Λ(D) обозначается совокупность функций h : D → R, удовлетворяющих
локальному условию Липшица. Если h ∈ Λ(D), x ∈ int(D), v – произвольный эле-
мент из X, то число
h◦(x; v) = lim
y→x,t→+0
h(y + tv)− h(y)
t
конечно. Множество ∂h(x) = {x∗ ∈ X∗, 〈v, x∗〉 ≤ h◦(x, v)∀v ∈ X} называют субдиф-
ференциалом Кларка функционала h в точке x; оно принадлежит классу Cv(X∗) .
Справедливо равенство [1]
h◦(x, v) = max{〈v, x∗〉 , x∗ ∈ ∂h(x)} .
Функционал h называют регулярным в точке x, если для каждого v изX существует
обычная производная




по направлению v и h◦(x; v) = h′(x; v)∀v ∈ X.
М-отображение F множества D1 во множество D2 – это оператор, сопоставляю-
щий элементу x из D1 некоторое множество F (x) ⊂ D2; если D ⊂ D1, то F (D) =
∪x∈DF (x)– область значений м-отображения F на множестве D;
F−1+ (D0) = {x ∈ D1,F (x) ⊂ D0}−
малый прообраз множества D0 ⊂ D2; Gr(F ) = {(x1, x2) ∈ D1 × D2, x1 ∈ D1, x2 ∈
F (x1)} – график отображения F . М-отображение F топологического простран-
ства D1 в топологическое пространство D2 полунепрерывно сверху, если для лю-
бого открытого множества D0 ⊂ D2 его малый прообраз F−1+ (D0) есть открытое
множество в D1 [2], [3]. Отображение F : D1 → D2 (D1, D2 – подмножества бана-
ховых пространств X, Y ) ограничено, если для каждого ограниченного множества
D ⊂ D1 ⊂ X область значений F (D) есть ограниченное подмножество простран-
ства Y ; если F (x) ∈ Cv(Y ) для любого x ∈ D, то пишут F : D1 → Cv(Y ).
1. Отображения монотонного типа. Ниже V – сепарабельное рефлексивное
банахово пространство, ‖v‖ и ‖v∗‖∗ – нормы в V и сопряжённом к нему пространстве
V ∗, через ⇀ и → обозначены слабая и сильная сходимости соответственно, Γ(V ) –
совокупность конечномерных подпространств пространства V . Последовательность
En, n = 1, 2, · · · класса Γ(V ) назовём исчерпывающей пространство V , если En ⊂
En+1 для любого n и cl(∪nEn) = V .
М-отображение B : V → Cv(V ∗) монотонно, если оно удовлетворяет условию
〈v1 − v2, v∗1 − v∗2〉 ≥ 0 (vi ∈ V, v∗i ∈ B(vi), i = 1, 2) .
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Имеются многочисленные модификации понятия монотонного оператора. Ввиду
значительного разнобоя в терминологии приведём наиболее удобное для наших це-
лей определение псевдомонотонного оператора. М-отображениеB : V → Cv(V ∗) на-
зовём псевдомонотонным, если оно ограничено и удовлетворяет следующему усло-
вию: для произвольной последовательности (xn, x∗n) ∈ Gr(B), обладающей свойст-
вами





〈xn, x∗n〉 ≤ 〈x, x∗〉 , (2)
справедливы соотношения
x∗ ∈ B(x), lim
n→∞
〈xn, x∗n〉 = 〈x, x∗〉 .
Совокупность псевдомонотонных операторов B : V → Cv(V ∗) обозначим симво-
лом PM(V ). Ради краткости будем писать xn
B→ x, если существует последователь-
ность (xn, x∗n) ∈ Gr(B), для которой справедливы соотношения (2). Сходимость
xn
B→ x эквивалентна [4] предположениям
xn ⇀ x, lim
n→∞
s(x− xn,B(xn)) ≥ 0 .
Приведённое определение псевдомонотонного оператора представляет секвен-
циальный вариант более общих определений [3], в которых вместо обычных после-
довательностей рассматриваются сети и ослаблено требование ограниченности. Ес-
ли h : V → R – выпуклый ограниченный на каждом шаре RBV функционал, то
оператор B(x) = ∂h(x) одновременно и монотонен, и псевдомонотонен. Более об-
щие примеры монотонных и псевдомонотонных операторов, а также обсуждение
соотношений между этими классами операторов можно найти в [3]-[9].
Пусть E ∈ Γ(V ). Наделим пространство E структурой евклидова простран-
ства и отождествим с E пространство E∗. Обозначим через jE оператор вложения
jE : E → V пространства E в пространство V , а через j∗E – сопряженный к нему
оператор из V ∗ в E∗ = E. Псевдомонотонный операторB : V → Cv(V ∗) индуцирует
на пространстве E оператор BE = j∗EBjE : E → Cv(E), иногда называемый следом
оператораB на пространстве E. Как нетрудно видеть, отображениеBE ограничено
и полунепрерывно сверху.
Обозначим через Λ0(V ) часть класса Λ(V ), состоящую из тех функционалов g,
для которых м-отображение B(x) = ∂g(x) (x ∈ V ) псевдомонотонно. В этом случае
отображениеB назовём потенциальным, функционал g – потенциалом отображения
B. Функционалы класса Λ0(V ) слабо полунепрерывны снизу [4],[5].
Ниже рассматривается множество Q, определяемое равенством
Q = {x ∈ V, g(x) ≤ 0} . (3)
Всюду далее g ∈ Λ0(V ),B = ∂g : V → V ∗ – псевдомонотонный оператор. По-
мимо этих условий, обеспечивающих слабую замкнутость множества Q, далее бу-
дут использоваться дополнительные предположения, гарантирующие сравнитель-
ную простоту множества Q. Положим M = {x ∈ V, g(x) = 0} и введём условия типа
регулярности множества M :
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(Ig) множество M непусто, и если x ∈M , то 0 /∈ B(x) и g′(x; v) = g∗(x; v);
(IIg) если xn ∈ Q, xn B→ x и g(xn)→ 0, то x ∈M .
Условия (Ig), (IIg) влекут за собой равенства
int(Q) = {x ∈ V, g(x) < 0}, ∂Q =M .
Для каждого x из Q определены касательный и нормальный конусы Кларка
TQ(x) и NQ(x); в рассматриваемом случае они могут быть заданы соотношениями
TQ(x) = V,NQ(x) = {0}, если x ∈ int(Q) и TQ(x) = {v ∈ V, g0(x, v) ≤ 0}, NQ(x) =
∪λ≥0λB(x), если x ∈ ∂Q (см. [1], гл. 2). Определим многозначное отображение
Π: Q → Cv(V ) равенством Π(x) = x + TQ(x). Таким образом, для каждого x из
Q множество Π(x) – это приставленный к x касательный конус. Введём ещё одно
условие регулярности:
(IIIg) если xn ∈M и xn ⇀ x, то для любой исчерпывающей V последовательно-
сти конечномерных пространств En имеет место равенство
lim
n→∞
dV (x,Π(xn) ∩ En) = 0 .
Условия (Ig), (IIg) фигурируют в статье [4]. Вместо условия (IIIg) в этой работе
используется более жёсткое, но в достаточной мере обозримое условие типа псевдо-
монотонности оператора B:
(α0) для любой последовательности xn ∈M ,xn B→ x справедливо соотношение
lim
n→∞
s(v − xn,B(xn)) ≤ s(v − x,B(x)) ∀v ∈ V .
Для однозначного псевдомонотонного оператора B : V → V ∗ условие (α0) выпол-
нено. В частности, если функционал g дифференцируем по Гато в каждой точке
множества M , то условие (IIIg) становится лишним.
Через S(V ) обозначим совокупность ограниченных м-отображений A : V →
Cv(V ∗), удовлетворяющих условию
(α) если (xn, x∗n) ∈ Gr(A)(n = 1, 2, · · · ) и справедливы соотношения (2) , то
x∗ ∈ A(x) и xn → x.
Однозначные отображения близкого вида изучались многими авторами(см., на-
пример, [4], [9] и приведённую там литературу). Примеры многозначных отображе-
ний класса S(V ) рассмотрены в [4], [8]. Без труда устанавливается включение S(V ) ⊂
PM(V ); для бесконечномерных пространств V это включение является строгим.
Вместе с тем, если A ∈ S(V ),B ∈ PM(V ), то A +B ∈ S(V ). Для конечномерного
пространства V включение A ∈ S(V ) эквивалентно ограниченности и полунепре-
рывности сверху отображения A : V → Cv(V ); в данном случае PM(V ) = S(V ).
2. Разрешимость вариационных неравенств. Напомним некоторые поня-
тия алгебраической топологии. Пусть (R, ρ) – метрическое пространство, Hl(R), l =
0, 1, · · · – группа целочисленных гомологий с компактными носителями (см. [10], гл.
7), bl(R) – ранг группыHl(R), называемый l-ым числом Бетти пространстваR. Если
bl(R) <∞∀l и bl(R) = 0 при l > l0, то число χ(R) = b0(R)−b1(R)+ · · ·+(−1)l0bl0(R)
называют эйлеровой характеристикой пространства R.
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Конечность χ(R) означает сравнительную простоту пространстваR. В естествен-
ных предположениях относительно просто введенное выше множество Q ∈ V , рас-
сматриваемое с индуцированной из объемлющего пространства V метрикой.
Предложение 1. Пусть функционал g класса Λ0(V ) удовлетворяет условиям
(Ig)− (IIIg), множество Q определено равенством (3) и ограничено. Тогда
1) существует такое пространство E0 из Γ(V ), что если E ∈ Γ(V ) и E0 ⊂ E,
то группы гомологий пространств Q и Q ∩ E изоморфны: Hl(Q) ∼= Hl(Q ∩ E), l =
0, 1, · · · ;
2) имеет смысл эйлерова характеристика χ(Q) пространства Q и справедливо
равенство χ(Q) = χ(Q ∩ E)(E ∈ Γ(V ), E0 ⊂ E).
Предложение 1 следует из результатов работы [4]. Там же доказано, что в качест-
ве пространства E0 можно взять пространство Ek, где {En} – исчерпывающая V
последовательность конечномерных пространств, а k – достаточно большое число;
таким образом χ(Q ∩ En) = χ(Q)∀n > n0.
В пределах этого пункта считаем выполненными условия предложения 1. С учё-
том приведённого выше описания конуса NQ(x) получаем, что включение (1) экви-
валентно выполнению соотношений
0 ∈ A (x) + λ∂g(x), λ ≥ 0, g(x) ≤ 0, λg(x) = 0 . (4)
Равенство λg(x) = 0 – это условие дополнительной нежёсткости. Из (4) следует,
например, что если g(x) < 0, то 0 ∈ A (x). Соотношения типа (4) характерны для
аналитической статики и экстремальных задач. Если x – решение включения (1),
то существует элемент x∗ из A (x) такой, что
〈w, x∗〉 ≥ 0 ∀w ∈ TQ(x) , (5)
верно и обратное. Более традиционная в теории вариационных неравенств форма
записи (5) имеет вид
〈v − x, x∗〉 ≥ 0 ∀v ∈ Π(x) . (6)
Cоотношения (4)-(6) представляют интерпретации включения (1).
Для исследования включения (1) введём ещё одно условие на структуру множест-
ва Q.
(IVg): если xn ∈M и xn A→ x, то из неравенства g◦(x, v− x) < 0 следует неравен-
ство g◦(xn, v − xn) < 0 при больших n.
Как нетрудно видеть, если отображение B удовлетворяет условию (α0), то усло-
вие (IVg) выполнено. В частности, это условие автоматически выполнено для одно-
значного псевдомонотонного отображения B, поэтому для дифференцируемых по
Гато функционалов g условие (IVg) не нуждается в проверке.
Теорема 1. Пусть выполнены условия (Ig)− (IVg) и множество Q ограничено.
Если χ(Q) 6= 0, то для любого отображения A класса PM(V ) включение (1) имеет
решение.
Доказательство.Для отображенийA класса S(V ) утверждение теоремы 1 дока-
зано в [4]. В общем случае воспользуемся аппроксимациями псевдомонотонного опе-
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ратора последовательностью отображений класса S(V ) и подходящим предельным
процессом.
Как известно [11], в сепарабельном рефлексивном пространстве V может быть
введена норма, эквивалентная первоначальной, относительно которой V и V ∗ –
локально равномерно выпуклые пространства. Поэтому, не нарушая общности, мож-
но предположить, что подобным свойством обладает исходная норма в простран-
стве V . Данное предположение обеспечивает (см., например, [11]) справедливость
следующих условий: 1◦ функционал f0(x) = ‖x‖2/2 дифференцируем на простран-
стве V ; 2◦ равенство J(x) = f ′0(x) определяет однозначный оператор класса S(V ); 3◦
для произвольного x из V справедливы равенства 〈x, J(x)〉 = ‖x‖2, ‖J(x)‖∗ = ‖x‖.
Так как J ∈ S(V ), то для любого натурального числа n многозначное отображе-
ние An = A + 1nJ принадлежит классу S(V ). В силу результатов работы [4] найдётся
такой элемент xn ∈ Q, что 0 ∈ An(xn) + NQ(xn). Отсюда вытекает существование
элемента x∗n из A (xn) , удовлетворяющего следующему варианту соотношения (6)〈





≥ 0∀v ∈ Π(xn) . (7)
Последовательности xn, x∗n ограничены в пространствах V, V ∗. Ввиду рефлексив-
ности пространства V , можно, не нарушая общности, считать, что xn ⇀ x, x∗n ⇀ x∗.
Так как xn ⇀ x, то в силу условия (IIIg) имеет место равенство
lim
n→∞
dV (x,Π(xn)) = 0 .
Поэтому найдётся такая последовательность vn ∈ Π(xn), что vn → x. Cогласно
неравенству (7) 〈






Последнее неравенство влечёт за собой оценку
lim
n→∞
〈xn, x∗n〉 ≤ 〈x, x∗〉 .
Таким образом, xn
A→ x, а поскольку A ∈ PM(V ), то x∗ ∈ A (x) и 〈xn, x∗n〉 → 〈x, x∗〉
при n→∞.
Из оценки (7) вытекает неравенство
〈v − x, x∗〉 ≥ 0 ∀ ∈ Π0 = lim
n→∞
Π(xn) . (8)
В (8) Π0 – верхний топологический предел последовательности множеств
Π(xn),n = 1, 2, · · · , состоящий из тех элементов v, каждая окрестность которых
пересекается с бесконечным числом множеств Π(xn).
Если g◦(x, v − x) < 0, то в силу условия (IVg) при всех достаточно больших n
выполнено неравенство g◦(xn, v − xn) < 0, в частности, v ∈ Π(xn). Отсюда легко
следует включение Π(x) ⊂ Π0. Поэтому (8) верно для всех v из множества Π(x), и
x есть решение вариационного неравенства (6). Теорема доказана.
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3. Примеры и замечания. Пусть на точки Pi(xi, yi, zi) трёхмерного евклидова
пространства R3 действуют заданные силы Fi(P ) ∈ R3(i = 1, · · · , n) и пусть на эту
систему наложены односторонние связи
gk(P ) ≤ 0 (k = 1, · · · ,m) ; (9)
здесь и далее R3n – прямое произведение n евклидовых пространств R3, отождествля-
емое с сопряжённым к нему, P = (P1, · · · , Pn) ∈ R3n, F (P ) = (F1(P ), · · · , Fn(P )) ∈
R3n. Если P – точка равновесия данной механической системы, то согласно прин-
ципу виртуальных перемещений (см., например, [12]) найдутся такие числа λi, i =
1, · · · ,m (множители Лагранжа), что выполняются соотношения
F (P ) =
m∑
k=1
λk∇gk(P ) , (10)
λk ≥ 0, gk(P ) ≤ 0, λkgk(P ) ≤ 0 (k = 1, · · · ,m) . (11)
Будем считать, что функции Fi, gk, ∂gk∂xj определены и непрерывны на R
n. В курсах
теоретической механики такого рода условия молчаливо предполагаются. Вопросы
существования точек равновесия также обычно игнорируются; в некоторых частных
случаях система уравнений (10), (11) может быть решена в явном виде – достаточно
содержательные примеры можно найти во многих руководствах.
Существование точек равновесия можно вывести из конечномерной версии теоре-
мы 1. С этой целью введем в рассмотрение функцию
g(P ) = max
1≤k≤m
gk(P ) (P ∈ R3n) .
Как нетрудно видеть, совокупность соотношений (9) эквивалентна одному неравен-
ству g(P ) ≤ 0. Функция g : R3n → R локально липшицева, однако она может
быть недифференцируемой в отдельных точках. Введём в рассмотрение множество
Q = {P ∈ R3n, g(P ) ≤ 0} конфигураций механической системы, допускаемых
ограничениями (9). Будем считать, что Q – собственное подмножество R3n; это тре-
бование гарантирует непустоту множества M = {P ∈ R3n, g(P ) = 0}.
Предложение 2. Пусть P ∈ M, I(P ) = {k ∈ 1, n, gk(P ) = 0}. Тогда если
градиенты ∇gi(P ) (i ∈ I(P )) положительно линейно независимы, то функция g




λk∇gk(P ) : λk ≥ 0
 .
Предложение 2 вытекает из результатов [1]. Условие положительной линейной
независимости системы градиентов ∇gk(P ), k ∈ I(P ) означает, что равенство∑
k∈I(P )
λk∇gk(P ) = 0
Вариационные неравенства и принцип виртуальных перемещений 55
при неотрицательных λk возможно лишь в случае нулевых λk. Систему ограничений
(9) назовём в этом случае регулярной в точке P . Из предложений 1, 2 вытекает
следующее следствие.
Следствие. Пусть Q – непустое ограниченное подмножество пространства
R3n и система ограничений (9) регулярна в каждой точке P множества M . Тогда
имеет смысл и конечна эйлерова характеристика χ(Q) множества Q.
Теорема 2. Пусть множество Q удовлетворяет условиям следствия и χ(Q) 6=
0. Тогда для любого непрерывного силового поля F существует точка равновесия
рассматриваемой механической системы.
Доказательство. Введем непрерывное отображение A (P ) = −F (P ) и положим
V = R3n. Из теоремы 1 вытекает разрешимость задачи (1) для множества Q = {P ∈
R3n, g(P ) ≤ 0} . Для завершения доказательства теоремы достаточно учесть данное
выше описание конуса NQ(P ) .
Предположение χ(Q) 6= 0 выполнено, если, например, пространство Q стягивае-
мо (по себе) в точку; в этом случае χ(Q) = 1. Эйлерова характеристика представляет
хорошо изученный топологический инвариант (см., например, [10] и приведённую
там литературу).
В заключение остановимся ещё на двух дополнениях к теореме 1. В её предполо-
жениях можно гарантировать существование решений у приближений Галёркина к
включению (1). Именно, пусть En – исчерпывающая V последовательность прост-
ранств класса Γ(V ), jn = jEn : En → V – оператор вложения En в V (см. п. 1),
j∗n : V
∗ → En – сопряжённый к jn оператор,An = j∗nA jn, Qn = Q∩En. Приближением
Галёркина к включению (1) назовём включение
0 ∈ An(x) + j∗nNQjn(x), x ∈ Qn . (12)
Теорема 3. Пусть выполнены условия теоремы 1. Тогда найдётся такое нату-
ральное число n0 , что при n > n0 включение (12) имеет хотя бы одно решение.
Доказательство. Как отмечалось выше, χ(Qn) = χ(Q) 6= 0, n > n0. При любом
n отображение An : En → Cv(En) ограничено и полунепрерывно сверху. Теперь
существование решения включения (12) вытекает из конечномерного варианта тео-
ремы 1. Теорема доказана.
В условиях теоремы 1 включение (1) может иметь несколько решений. Одна-
ко если решение этого включения всё-таки единственно, то следует ожидать, что
последовательность решений включений (12) сходится (в каком-то смысле) к ре-
шению включения (1). Точная формулировка и доказательство соответствующего
утверждения представляют несомненный интерес, однако выходят за рамки данной
статьи.
Без предположения χ(Q) 6= 0 теорема 1, вообще говоря, неверна. Соответствую-
щие примеры легко конструируются в случае V = R2. В частности, пусть Q есть
кольцо в плоскости Oxy, определяемое неравенствами 1 ≤ x2+y2 ≤ 4, A – оператор
поворота плоскости Oxy вокруг начала координат на острый угол. Тогда включение
(1) не имеет решений. В рассматриваемом случае χ(Q) = 0. Подобные примеры
можно привести и для бесконечномерного пространства V .
Вместе с тем, cправедливо следующее утверждение.
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Теорема 4. Пусть g ∈ Λ0(V ), выполнено условие (Ig) и Q – ограниченное
непустое множество. Пусть A – потенциальный оператор класса PM(V ). То-
гда включение (1) имеет решение.
Доказательство. В условиях теоремы множество Q – компакт в слабой топо-
логии пространства V , потенциал f оператора A – слабо полунепрерывный снизу
функционал на пространстве V . Поэтому задача
f(x)→ min, x ∈ Q
имеет решение x∗. В силу известных результатов ([1], с. 55) элемент x∗ есть решение
включения (1). Теорема доказана.
В случае потенциального оператора A для оценки числа решений включения (1)
можно применить мощные методы вариационного исчисления в целом; в частности,
здесь могут оказаться полезными теория Люстерника–Шнирельмана, теория Морса
и их многочисленные модификации.
В заключение хочется поблагодарить моего научного руководителя Климова
Владимира Степановича за помощь в написании данной статьи.
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Variational inequalities and the principle
of virtual displacements
Demyankov N.A.
Keywords: operator inclusion, variational inequality, multivalued mapping,
analytical statics
The existence of a solution of the inclusion 0 ∈ A(x) +NQ(x) is proved, in which A
is a multivalued pseudomonotone operator from the reflexive space V to the conjugate
space to it V ∗, NQ is a normal cone to the weakly compact and, generally speaking, not
convex set Q ⊂ V , with nonzero euler characterization χ(Q).
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